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Prop.

Thm.
(Kontsevich’s recursion formula)

回 Introduction
.

Q genericな 3d-1点 を 通る @華曲線はいくつあるか ? = : Nd.

od = 1 2 点を通 る 平面直線 →

o d = 2 5 点を通 る 円錐曲線 → 長) direct
o d = 3 8 点を通 る rational ple culic

(必然的 に singular )

8点 が geneval ならI‰点面
が
n '

UoD = {8点を通る rationalcutic}
Ψ

FFa : general な 2点を fixすれば = {bF |aDP'}、
F っF2 = {P… … P9 } だとする。

BlpiipalP
?
= : S F、ta 力Fr

↓ f 山の fは tautological bundle 、
つまり

P--→ lpi 占 µ
f- ' (Lai $J ) = aF、 + カF2

、

入

Ψ ¢ lnD
x → [ a: よって N3= # {ttlp' /ft)はsingular }
≠ p,Pa st

_

aFi+$F は xを通 る

general fiter は toπn → x= 0 Nz = xs) = x (Blp、. Palp
2)

singular fiter はnodalvox = 1
.

} = x( 1P
=

( {P 、 … Pa}) + 9 x( 1P)
= 3 ~ 9 + 92 = 号 に 1848)

o d = 4 11 点を通 る rational plue quartic N4= ( 18 )73

ぺ このあたりで adhocな 方法 は 限界

Kontsevich - Manin . ( 1994
.
)

A 「
13¢の 共通零点」としての curveでなく 1 い Gromor-Witten classes

,

ィ

quantumcohomology ,

P1: パラメタ付けられた curve」は 数えられる。 and Enumerative Cteometry
< EptJ*3dt >03, d [e] = Nd .

m

CGromov-Witten不変量 : stalecurveを 数える、 m 物理 からのアイデア

結果 として N4 の 再帰公式 が発見される

Na ==@

N@ 、
N6zdid .(_ (3-4__ ) - d 、 (感 ) )

¢ 1 2 3 4 5 6
…

Nl " 12 6087304 26312976

上 の 公式 は、量子 コホモロジーという代数系における結合法則 と 等価
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Def.

Thm.

Thm.
(stable reduction)

② via algetraic geometry

§ 11 . stable cure ,
moduli ginzo .

( [Alper}

Q 素朴 な
“

n 思 つき非特異曲線
”

は 極限 の 振 る 舞 いが 悪 い
markedpts の 一致 を 許しても 極限が一意でない 。

例 4 点 つき 射影直線
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genusg の n - pointedpre-stable curve とは

{
o C : proper, conn , nodal curve of arith genus= g .

。 pic …Pr ε C :相異なる C 上 のsmoothpts . のorderedset (mardedpts と 呼ぶ)
の 組 (C ; P. " . Pu ) のこと mardedptsunoddpts を specialpts と 呼ぶ

. Pre- stable curve の 同型( C;Pi" .Pu) は( D ;q " … ) とは
φ(P : ) = をみたす φ : C*D : 同型 のこと

。 (C ; P. " … Pn ) : Pre- stablecurve が stable であるとは 、

Aut (C ; P… Pn ) が 有限であること 。

(《> genus k の irr .comp がspecialpts を3-2 k個 以上持 つ = と )

C ' * ' A KKOR : DVR とその 商体 、 その上の stalecurve の 族
^

1 があるとき
、
有限次拡大に basechange すると

C RSpecR 上の 族 に延長される。

A ↑ が付値判定法の 役割を 果たし 、 s @lecurveのモジュライは poperになる。

gMn. Sch > Set
flat

, prperf .p i 5: は section .

SH C→ 各閉点 xES 上 で{ 5sm
(Cc ; S、 lx) , … .Sulx) ) はstabecrve

. of genus = g .
]

は 射影 スキーム gMn による粗モジュライを持つ



Def.

Thm.

Def.

§ 1 . 2 .stablemap ,
moduli X - projective . β EHz(X , β )

"

genusg の n - pointedpre-stablemapとは 、
o C : proper, conn , nodal curve of arith genus= g .

o pi" Pn ε C : 相異なる C上 の smoothpts. の ordered set .(mardedpts と呼ぶ)1
。 C→ X

の 組 (C→X ; P" Pn ) のこと
、 mardedptsunoddpts を specialpts と 呼ぶ

. pre-stale map の 同型 (C→X ; Pi …Pa) は(D → X ;q " ) とは
φ(P: ) = : をみたす φ : C*D : X 上 の 同型 のこと

。 (C→X ; P. ". Pn ):Pre-stalemap がstale であるとは

Aut (C→X ; P" … Pn ) が 有限 であること

(《> genus k の irr .comp の55 f が「 となるものが special pts を 3_2k 個 以上持 っこと )

stable curve = X = pt の stale map .

gonur( X , β ) .Sch s Set

C

St→ 1 f 家§
P は flatiprpers f. p で s: は section

.

1各閉点 xES 上 で
r (Cx→ X ; S, lx) , . …

…Su(x) ) はstae map. of genns =φ .

X fc
かつ fx [Cx] : β

は 射影 スキーム g.
Mu(X , β ) による粗モジュライを持つ

《

D evduatin map , forg-lful map ,
universal bundle

"

。 evi : gin( M
X , β ) > ? ev :

gin(M X
, β ) 3 X

"

(CSX ; P. … …. Pu) 、→f (p (CEX ; P. " …Pu )i →f(( ) 、cian

. forg : gin
(

M X
, . β )

3gnM ( w/ 29tnz 3

(CFX ; Pi …Pa ) →( Xへの埋を忘れ 、unstae になる comp を縮約する)

。 πn :

gin(M X
, β ) ' gu
. 、 (X , β ) ( w/ 2gtn24

(C*X ; P… …Pa )→ (最後の点 Paを忘れ、unstaleになるcomp を縮約する)

egin = .M u+ i、 ( X , β ) 2{(C→
X ,Pi ..Pi.Pue .)Pri

を忘れて縮約するとC になる} ÷ Cー

πnt
'

」「 ) 縮約
」

「

) Pこのところにを加えて stabilize 官

g.
Mu(X , β ) a (C →X; P .. . Pu ) = pt心

つまり Tπnt は
" universal bundle” を与える。 ( stack の 意味では 実際 に universal bundle )



Def.

Def.

Def.

Prop-Def.

Prop.

S

1 . 3 .virtual fundamentalclass

[Mgn(X . β)Jvire ArdimMgn(X, β)が 構成される。
ここで vdim = ( 1 - g )(dimX - 3 ) +S

,
c 、(X ) +

X : convex ( ie . Ef : lP' → X .
H '( X ,f*T ×

) =0 ) ならvdim =dimMgn(X,β) であし
[Min( oX,β)

Jv
“ =[MinlX.β)]

e
.g. IPr や 等質空間 は convex .

S 1. 4Gromou -Witten class
,

Eromov-Witten invariant § = [Mgin(X.β)}
vir

gin(M X
, β ) > ¢

e
ev

π

"

X sp .gn 品 gnm

∝ 、 ⑤ … ① 2n

β
H
*

( g. n(π X
, β ) )

fs
7 Q ( t. , .,angon.p)

H
*

(X )on
ev
* 田

'

f-
yon

( w/ ginzo
H*( * ) H

*

() "M H* (平 ョ Ign,β( a , …, αn
)

^ π*(多) PD+ と ( w/ 2g+n23全て Q係数 Pa*

Hy(Hel ) "π
。 Ign,β (x, …, αn ) : =PD "P* ( P*Q . * . * xn) ^ π*(s ) ) : GW lass

.

( w/ 2g+nz 3
。 ( a . ,. ,an)gn, β :

=

V
*②、 め … * αn) : GW invariant

( w/ ginzo

§ 1 . 5 . Eravitational descendant GW kjzO

。 egin WT
πuti 各 (CSX ; P"…P ) 上 のファイバーが

πnt
'

r「 ) fo*√ mp:/rpi (mp: : OC
, P:

の 極大イデアル) : 余接線

gin(M X
, β ) Li

となる fautological line bundle.

。 Hi = c . (Li ) EH
(

.Mn ) : 4 -class

( Reclla . Ign,β( a ., … , an ) := PD" P2* ( P*Q 、 め … * an) ^π*(s ) )

く α , … 、 αn )gonβ: = Syev*②、 め … め 〆n)

。 Ign,s ( Adix . , ",
4µαn ): =PD "P* ( 淵性 UP*R 、 め … * an) へ π*(☆ ) )

。 < xa .x ,…,
4µα n>gons :=性 Vev

*@ 、 め … * 〆n) gravitationaldescendant
GW class l invaiant



Def.

Def.

https://arxiv.org/abs/1011.1690Thm.

Def.

Thm.

② construction via symplecticgeometry

S 1 . 6 .
J-hodomorihc curve ,

moduli

Man
: ufd.

。 JEAn+ (TM ) がJ 2 ニ - id をみたすとき
、 M 上 の 概複素構造( ac. s. ) という

。 ωσ≡CM ) が 非退化 かつ 開 のとき
、
M 上 のシンプレクティック形式 という

それらを M 上 に 固定するとき 、 (M , J) を 概複素多様体 (a . c . m ) 、

(M .) ω をシンプレクティック多様体(sym) という
。 さらに

、
ω (w; JU ) > 0 (tW ≠ o) のとき Jは w - tame であるといい

加えて ω(J )w = ω (w,w ) のとき Jは w - comatillpe であるという 。

J (M ) : = { J : a . c . s . }
ュた (Mw) : = {J : w - tame } 1 Eおき 、 cpt- open∞

_位相を入れる
。

ュ J (M
,
ω ) : = {J : w - comate }

I(M
,
ω )

,
J (M

.
w ) は 非空 、 可編 cff

複素多様体は 接束 におけるえ 倍をJ とすることでa . ccn、 になる 。

dfoc
。 (M , J) (MiJ) を acmとする、 fiM → M が TaM >「Mfex)

"

任意の xEM で 右 を 可換にするとき
、 Jov

田
vJfees

dfc
( J . Jリー holomorphic であるという。 TaM >TMf(xs

"

。 Ʃ : Riemccnn面 を (Ʃ , . ; ) a . c . m . とみなすとき 、( M
,J ) : a . cm へ

u : Ʃ→ M : ( ; . J) - holomorphicmap を J - holomorphiccurve という

(M
,
ω ) : cpt symp と Ʃ : tRiemam面 、AEHz (MiR) J : ω - tame に対 し

M ( A ,Ʃ ; J ] : = { u : Ʃ ' M J- holo
. curve ,[@ ] = A } EC( Σ,M )

、co-tplogy儿

M (* A .Ʃ ; J ) : = { simpleCie. 多重分岐被覆を経由 しない) } …p.

A
,
Ʃ は fixl . Jを I(M

.
w )

,
J (M

.
ω ) のいずれかとする

このときJreg≤ J が 存在し 、
ー
期待次元丁度

0 JE Jreg ならば" M* A ,Ʃ ; J ) は n (2 - 2g ) + 2c 、 (A) 次元の smoothmf
.

aJreg はJ において secondca@ory をなす ( J算個の 稠密開集合の 交効

https://arxiv.org/abs/1011.1690
https://arxiv.org/abs/1011.1690


Def.

Prop.
(Lower boundedness)

Prop.

Prop.
(Removal of singularity)

§ 1 . 7 . stable map ,
moduli

(M , J , w ) : compatible structures . J- holo . curve の
“

収束 "

を考える

M : cpt , Ʃ : Non - cpt) Riemann 南両
co- top

。 JM . M上 の A . C
.
s

. 叮

。
ひn Ʃ : 増大列

nsro

Ʃ

。 Un : U
"

→ M : J' -holo .curvest. tKƩ , splldunll _ ock) < x

ならどの 部分列があり、 tcptEƩ 上の 全ての微 1かは J - holo
-

curveu : Ʃ→M に 一収束す様 る

←

よって 収束しない J -holo- curve があるとしたら 、dunが 非有界になっているはすこ

さらに 調 べるために 1 \ du \ln を考える

Ʃ : cpt Riemann 面
と U : Ʃ→M : J- holo. curve . に 対 し

、

Elu) =主ldulsdvola =
ェ

*
ωをそのenergy という

Micpt なら 、ある定 を > 0 が 存在して
、

任意 の U : CP
'
→ M : J -holo .curveに対 したこん 、

-
clasedunitdisk{o} lnon -cptだがenergyは同様にdef

M : cpt なら 。energy有帳 の A成→ M :J -holo は A→ M にのびる 、

D Bubling phenomenon
'

n→∞ で 限りなく 引き伸ばされる 点 がある

sqplldunllio =∞sp uE() <∞ のケースを考えてみる。

い

⑦

ー

㉘
→ 《ー

再パラメタイヒ

⑧
ー

⑰
→@ー

ー
ェ

や④
集中

:
: : :

)Imrlhfnhanitss.
sta

4k-map.



Def.

Def.

Def.

Thm.
(Gromov compactness)

Thm.
(Gromov topology)

Dstalemap
(M . J , w ) : compatilestructures,Micpt.

頂点辺 (T上 の 2項関係 >

neo . l ーラベル ( {…n3→ )T
. labelled tree (TiE

.
Λ ) : 心 i番目 の ikptが載っている irr -com

0 山 = {ux : CP
'
→ M : J- holo

. }αεT '

ェ = {2PECP'Yα, zie 4 p'] ieian
α に対応する irrecom α とβ の 接触点 の 側の 三番目 の mk -tが

( nodal pts) EαEB ,U α2 ) =U β2 ) 像で2のBEZβαが接触

(specialpts )t
α ,{200, 20 } のは 相異なる、の 内のnoddpt2 mkp は異なる

(stability) Uaがconstmapなら 、もα, #22} α 23
をみたすとき 、( 山

*) は (T,E. A ) をモデルとする (M,5 ) の n点 stalecurveofgenusO という
( 略える ' く 略える )

ここの energyの合計 を λ
8入Uα Zβの

MA 山)( とか c ⑧ Σdβ =Z88 ℃
⑧乙王

③ ZB0 = 208
A(2) =α

⑧二 . A( 1 ) = 8
㉘

D moduli
:問

⑰

」

③
⑧ ←

us
Zaβ

A ε Hz(M.

R )

Mon(M
,
A : 5 ) : = {( 山

z) :
n点 stalecurve |Ʃuxx[

C
J= A } / isom.

位相 を 入れる
、
先に収束概念のみ 呈示 する 、

。 JK : M上 の A . C.
S
, ω -fam

∞- stop J

setfign . 。( 山
,2 ) :(T,E .A )をモデルとする( M

. J ) のn 点stalecurve
「

。 (UK : EP
'

→ Y : J. holo. )kzo とzik、 …ZKECP :相異 なる点) K 20

setfign 、におして、ある( ECP) が 存在 して

( aMp ) α
ET, ut=U £ はKCPY {zαB αEB上 U のに ℃-収束

(Energy) αEβ なら maβ (山 ) = 1 im 感。 Eu ; Bε (eaβ))
E→ O

( Rescaling ) αEβ なら); は EKCPY{ 2βα} 上 ZBに℃
o -収束

( Marked pt) Z: =。()“(z¿)

となるとき 、(uK … 2
*) k”は ( 山,*) に Gromov収束するという

setfign におい、 SUPEluc ∞なら 、 Gromov収束する部分列が 存在する。

つまり 素朴な Jholosphere の
“極限 ”

は stalemap で十分
加 えて stalemap の Gromov収束も 定義 され

、 それを実現する 位相 が 定まる

Mon(M
.
A ; 5 ) にはコンパクト metrizaleな 位相( Gomootopology )

が入り 、 その収束概念は 上のGromov 収束と一致する 。



Def.

Prop.

Def.

Thm.

Def.

Prop.

§
1 . 8 . pseudocycle

代数幾何側で Ufcが必要 だったのと 全く同 じ理由で 、 シンプレクティック 側 にも
“基本類” が必要

smmfdの mapf :
V →X ( V: oriented)についてfU . cpt かっ

2f :
=

f( IK )の「 元 ≤dimV-2のとき 、 fを ( dimU)一次元の Pseadocyle という
陀 じ“境界” の codimが 2%上 、

psendocycle は X 上 に“交叉 を 定めることができる

d-dimpsendocyle f :V
'

Xmは
“

Vを 交叉させる ” 準同形
ー f : 4 m-a( X, R)→女 を 定 める 。

常 に pseudoyde になるわけではない
J : w

- compati を選びく《 、 (TM . J) 、 A>
_
イwA> “悪い球面 が 無しいい

ー ー

3 - n ≤ c . (A) < O <ω (A) を 満 たす AE(M) が 存在しないとき、
(M^ω) は semipositive であるという (代数幾何側の nefに 近 い 、

( nE 3 では 自動なので、 3 ー CY とかは semipositive

。 (M ,
ω) : semipositive

。 J ε Freg (M ,
ω) ≤ Je (M ,

ω )

。 A ε Hz (M .
F) は 、 c. ( B = O なる BEπ ( M )の2ではない

ならば、 eviMin( M
,
A : 5 ) > M

"

は pseudocycle .

またその Pordim
類はJ に 依らない 、

よって 、 一 eV を ev
*
(α) 的 なものとして使えるs

Mon(M,AiJ]

S 1 . 9 . Gromou-Witten invariant

(M .
w) JA は 上 の Thm の仮定を満たすとする

H
*(M): =H *

(M, R
) / Torr

GWKAM. H
*(M)Ok , Hy(Mk ,R
α 、 ⑤…のαK * PD (α 、*…*αk) 楽 ev

これは J に 依 らない
、

他 にも
、 GWclassや Gravitationaldescendant 版が構成 される



Degree

Equivariance

Identity

Divisor

Point Mapping

Splitting

Linearity

Effectivity

Reduction

Deformation

Degree

Identity

Point Mapping

② computation

§ 1 . 10 .Kontsevich- Manin axioms

A for ordinary GoW classes
. ( gin . o , 2gen 23

Ignβ は 各変数について 線形 NE(X) ÷ {Ʃ a:[c:] aitFo } ≤ Ha(X, R )
ー : Mori come

Ign,β (a . ,
…

… an ) ≠ Oなら BENE (X)

degIgn,s( x ., … ,α n ) =2 % - 1 )dimX ー2
{
β C 、(X ) +Ʃdegaoif 2 o : homogeneous

imension ct .

Ign,β : H
*

(X )*
"

, H
*

( g.
M ↓ は Sn- equivariant .

yountry とも .

Igin,β (α . ,
… 、

α
n-、 ,

1
) =π *Ign-β (α」 ,…… α n-、 ) if 2g+n = 4

ndamentalfrclassEも .

πn* Igon,β (α . , … (α n ) =Ign-β (α , … 、αn -、) n if aneHもX ) 82g+n = 4

Iono (α , "
,

α
n) = { Sxtiw . oan- [MonI if Ʃdegao = 2 dimX0 otherwise

. Ʃg
: "

AixAj : Casimir元
「 い

g = g .
tgo

‰

" iXlMgo (Ʃ I,*Ig.β z() S. ,A ,)$
n = n

,
t h

2 φ iv により
β=β、+βュ

φ* : !
ω/zgitn : 22 “ lMng I

iβ (S,

(Gueingとも
合わせて degeneracy とも 、 山C Mg- linta Ig- lin+ z( S

,
A

)
Cntz

ー

℃

ー

↓ ψ :
r により *ψ : :

A quiringa corsprt . ∞ 1inug Iing (S )く

」 「

( X の 変形 に 関 する 不変性 、
省略 )

D for ordinary GW invariants
.

上 と 全 く 同様 のものは省略

<α , … ,α n〉gonβ ≠ O で dega : = (P: . 9 : ) : homog - なら

Ʃ ( Pc - ) =Ʃ (a _ ) = ( 1 - g )(dimX - 3) + S
β
c 、 (×)

(β≠ o Λ n21 ) or (2g+n 24) なら … … ; an-, 1 >= 0 .

( α,,an )on , o = {S×x0αs if Ʃdegao = 2 dimX
otherwise

.



String Equation.

Dilaton Equation.

Topological 
Recursion 
Relation (of g=0)

D for gravitational descendant GW invariants
.

大まかには 同様の関係式が成り 方つが 、重要な式が 3つある。
ー側 が現れたら O

.

く 1
,
4d .x , … ,A

@an >gn=<Ψ d、x, …、 α
;,…、A@an >gn'β

identity の descendant版

<Ψ' !,ψd 、
x ,…
、N@ an>gn = (2g- 2+ )の (*d* , …、Ψ@an>gn,β

<4d*.…
,4an)on β=Ʃ (《)o、s、i+, β、

<>) (4: α : ) ics. , A ,: α : ) :ε)
和 は S,0S2 ={い … n 3stz 臨 と、 β+βz β にわたる

後述する 《」 を使うと簡潔 に書ける 、量子微分方程式 の解構成などに使われる



Prop-Def.

Thm.
(Fundamental relation)

Thm.
(Kleiman transveraslity)

§ 111
. Example : 1P

=

D geometry of Mon(prd ) [ d = dline} , d ε Ro

0 1 AOB
= { lb … n }

という partition が ( d .
≠ ロまたは A# 22 をみたすとき stale という

。did0 d d 2 ≠ O または #B 22

ostale な Partition とに d は Mom(^d ) の 既約因 β、 (Doundarydivisor という

D(A .Bid .,dk )= { U-CCB→ IPr ,P. .… Pa ):gennsOstalemap
:
iGAなら P: ECA かつ" a×[×[]3 }相異なる 1 ≤ ijklen に対 し iεBなら P: ECB

。 D( i; kl ) :=Ʃ D (A , B ; da , dB)
stable partition
i; EA

,
kilEB

D( 123 )4 ≡ D(1324 ≡ D( 1423 ) (線形同値

prf . 忘却 fg : Mon(p
^

d ) → Mon → M0. 4 ≡1 P
は fla であり

、

Ψ

D( 12 34) = fg* [4] < 、[成4 ]

D( 1324) = fg* [÷+] 「応灯1
P
の 全ての点 は線形同値

D( 1423 ) = fg* [べいJ 3
. []"

]
□

準備
G : 連結代数群が X : irrvar に推移的 に作用 しているとし

、

Y £>メ←Z : それぞれ irrvar があるとする
denseopen

このときあるひ ≤ G があり
、
任意の σεO に 対 して

Y →⑤メ←Zの fiber積Y「 X×Zは 空 か dimY+dimI~dimX次元元

また YZ が smoothなら Y「 X
*
Z が 常 に smooth になるようひを選べる

“ 特 に 1Pには PGLが 推移的に 作用している 。

。 また smooth
、
O - dimなら交叉重複度が 1 になるので # 交叉 を 交点数として計算できる

。

PG(L )
~

} target を摂動することで
、
交叉

D =指定 targe+ を全 て 通る stablemp閏本 )
通る

(べ 最標点が)Targe+、 =品 ( IP^
)Mon( ,p

^

d ) を期待次元にできると 分 かる、

-
auto-freelocus 了→ 期待次元 は負になり、再び

摂動して 交叉を 消 せる
。(感感品

! "!π回
←“

交点数 zもe、x ~sno-1h
→ # 交叉 を 減算すればよい、



Thm.
(Kontsevich’s recursion formula)

Kleiman transveraslity

Fundamental relation

Thm.
(First Reconstruction Theorem)

D Kontsevich Recursion formula

Na =飛=

N4 Na
A

Bs(dp( 3 a) - d淵 ) )
prf . ni= 3d 、2 番目の点 を i という ( 1 E ; En )

①以下 をみたす Q… … Qn ≤ lP
”

を で 取って trget と 考える

。 Q.¤ は 直線
,
Q
3 , .

…,Qnは
点

。
Y: =ev-' (QiX… × Qn) は 1次元元

ーよてfransversal
っ Yと boundarydivisor の 交わりは smooth で Mom(* 玫

^

d ) に入る

この Y について 、 deg (Y - D ) = # Yの DED : Poundarydivison なのだった。

よって② より YoD(1234 = Y ^D ( 132

佐 Y ^ D (12134)

= と D (12 , 345 … m ; o ,
d )=%感感計:風? } → N.→

十

ƩY ^D(に通4 図 % ,間=(% 盛 %に ; }datdisd λ

dA
,
idisss 3dA- 1個 3dB-3個 B

() まず {5 .6. …n } の7da - 1 コと3db- 3 コへの分け方 が( ) 通り

(2) MIA の 選び方が Na通り 、 MMB の 選び方が Nd通 り
、

(3) 標点 I EM(µ(A)oQ . ) の 選び方がBezot より dA通り 、2 もdA 通
り

(4 node εµ( µ(A )^µ(B) )の選び方 がBezontt 1dadB通 り 、~→NANBd'ds(3-4. )
‰ Yo D (1314)2

= [Y ^ DCis.. … idtidB= f
a
.

"
t

"

殴" }datdosd
aw 感燕。

daidisel 34A一 個3 dB一 個2

() まず {5. 6 , …n } の3dA一 ② と3dB - 2 コへの分け方 が (3-4_ 通り い

(2) MIA の 選び方が Na通り 、 MMB の 選 び方がNd通り 、

(3) 標点 IEM(µ(A)。 Q . ) の 選 び方が Bezontt りdA通 り 、
標点 2 E µ(µ( )BoQ② の 選び方 が BezowtよりdB通

(4 node εµ( µ(A )^µ(B) )の選び方 がBezont+ りdidB 通り 、→NaNd ‰ (3d-4 )
ロ

D Reconstruction
.

H= [ @]: 直新線類
ー

i

: ? : identifydivison
axco

axiom
と linearify axion fり

'

上は 、トや( ㎡ ) =[/Q( H3) で唯一 GW が非自明なpt= HPについて再帰公式を与えているので 、
「

1P ㎡ 上 の(genuszew )GW を<pt,pt>0、2 . , = 1 から再構成する定理 」 とてもよい

H
*(X ,
Q ) が環としてで生成されるなら 、 その genuszewGW は

H上 の 3点 GW から 一意 に 再構成 される



Conj.
(Clemens conjecture)

Thm.

Conj.

Def.

Cor.

Conj.

S 1 . 12 .Example :quinticfothreel

D Basic properties

o f ε①[20 , 2, 2, , 23 ,24 ] :5次斉次式による X ={f =0 } E1
p

4 :smprojvar を quintic 3 - fold という
これは 随伴公式 ω×= (4@ O (×))\ x = ( O-4-1 ) * O (s) )| x=①× より Calai- Yau

.

udimgin( ×, β ) = ( 1 -g dim)(× - 3 )+Ssa、(X) tn = n
.

s ε Q が 定義 される
、よって 標点なし stalemapの“ 数

"

N β= [ ) 0.0β= 品*月vir rin
. Heven = HI I H 4 * ' トP= 5L

,
Heven = H 0

'
0

0 1 0
" " 刂 1 " "

R. 1 ④RH ①RL ④RH S
,

H 5 丑204 10唱"
'

よって全 ての genuszero GW は〈 H .
H
.
H>

0
.
7、dTesd [>000 Sd@gHSdaHSdce =BNd から

reconstruct される
。

DX内 の d次有理曲線 … 分 かっていないことが 多 い
。

generic quintic 3-foldX に 対 し 以下 が 成立するはず、

i ) 任意 の d21 で d次既約有理曲線 CEX は 有限個
"

= :

"

nd
.

ii) 全ての次数にたわりそれらは disjoint .

iii) それらの normalization filP' → C の法東 は O (-)* ①-) ー

da 9 の 範囲 で 成立 、

また 、No には多重被覆 ↓幽
" CEXの 寄与がある

ここは 連続的な族になるから、

を仮定すると 、 重被覆は1/ K3個 ”

可。 0 (X , d ) は 実際は O 次元でない

よって 逆に 以下 のように nd を定義 するのが 良さそう
。

Gopakumar- Vafa不変量
Na =

Kid
ƩM

のMotius inversionでnd :BPSnumber を 定義する
instanton number

(olelcorelativntuction
5

+(
*
.n

"

^ut

)"@ × 歴史的 には逆 く ) が Ycawacoupling として
物理的に 知 られており 、 その 9展開係数から
nd が取り出 された。

ndt忍

熊遂2002503317206375 …

実 は多重被覆以外 の 寄与も存在し 、たどば no≠ rationalcurve ofdeg = 10 EX }



目 @antum Cohomology
② construction

§
2 . 1 . coefficient ( Novikouring )

S § 2

.
2 genus O coupling 《 )

§ 2 . 3 . product ( quantum product )

§ 2 .4
. associativity (WDVU equation )

§ 2 .
5

.

small quantum cohomology

② computt on
S
§ 2 . 6

. convergence

§ 2 . 7 . Example : IP
=

§ 2 .

8
. Example : quintic fothree ld

X : sroothprojectiie var . 1E
.

H
*(X ) = Heven (X ; C) 、 woddを 含めるとKosculsign にする必要があり 。面

(a , bl = fyaub : Poincare pairing

1 にTo
,
T, …;Tm :

H*( X ) の斉次基

1 にT ;Ti … ,T
…

: Ti のPoincaredualbasis . ( ie .SUTi = 8 :

gy =SUT;
gyy = 行列 (gy )

の

j -成分



https://arxiv.org/abs/2307.13555

Def.

Def.

Def.

Prop.

Prop.

Def.

② construction

§ 2 . 1 .coefficient (Novikou ring ) ( cf [Iritani]

. A CINE (X)I{ asQ'ase4 } : Novikovring
(: BENF(X)に 対応する元 , degQ'= 2 c .(X)f

.

: Wovikov varialeという 。

NEIR の 強片性などから 、積 がwell-definedになる 。 より精密な 扱 いは[Iritani ] を参照

。 QH
*(X ) ÷ (H*(X )*AIt.… tnTl (t ; 不定元 , degti = 2 - degた

を bigquantumcohomology とい

QH*
(X)には Poincarepairing( . ) が延長される 。

§ 2 .

2
. generating function《)

t を K個形式的に挿入
っ

0 t ="Tit εQP (X ) 展開し、双線形でパラして

( 不定元 だをく 〉 の 外 に 出す

。 《 みΨα,…、中@ α n ☆ 二☆α, 、4dan, )Koutks
EAIピ… …

t 1

Ot:《 Nda .
,

…

,
N@an )

二 《 Ψdα, … 、Ψ@an ,「 成

。 動 《) : Gromov-Witter Potential

明示的 には 、 重二 ☆ ()場Q ^oks
1 ftutut +臨越
:熱

( )
…%重nantw

(-
Paintppngm

- xor

: 古典 3 点積 の量子補正

重 AI ピ… tmo-
2 dimX、 岸次 @ degreeaxiomよりく >ロなる 項 は限 られる、

https://arxiv.org/abs/2307.13555
https://arxiv.org/abs/2307.13555


Prop.

Def.

Thm.

Def.

§ 2 . 3 . product ( quantum product )

。 (た 。T な
,TK ) 《なっT 」TK ) で特徴づけられる

H
*(X )Q * H

*(X )0Q > QH*( X ) を (big )quantumprodat とい畑脚

要するにた T ;二巻《 TたTjTuNT ” をAIピ …… 一線形 に延長する
。

=～は 2∂2重二重Kと 書いてもよい

明示的 には +=0Ʃ惑た Ti.Ta ,)tn0Ti
bidef で 可換かっ ( たな T作

) ←( T たっT 」oTπ ) (oddを込めたら supercomm .

。 To が 単位元になる 。 ( - Point mapping axiom, Itityicen axion。 次数について整合的、 degree axiom .

§ 2 .4
. associativity (WDVV equation )

の 量子積 は結合的 飛重ixgu重uke= ( た 。 T;, 「 KoTe )

i . e WiVequation.～ ? = ( (Tた
。T; ) 。 TK ,Te )

が 成立する 、 飛重×e重ue= ( ( た 。TK ) 。T; ,Te )

(- splitting axiou. と fundamental relation より

§ 2 .
5

.

small quantum cohomology
= iquantumcohomology fe. t"= 0

。 sQH
*(X) ÷

H*( X )c Λ を small quantum cohomology c いう

による
WG のみ使う“⑩) 成 H*( X) , H

*LX )Q

( ) ?QT: π
～ tT"

smallquantumprodat e " う
A

i . e . H
*(X10 * H

*(X )0 ≥ H
*(X )Q

せ1
た OV t= Ov

A
t= ov

s

sQH
*(X )QsQH

*(X ) ^≥QH
*(X )



Conj.

Prop.

② computton
§ 2 . 6

. convergence

た。 「 」感感Tた T」.Tu ,) T”Qく T たT」:T.>03βTi
ool 0 0

0 ts O

H
*(X)cH

*(X ) > H
*(X ) I¤ IIt > H*( X )I非

ゝ '

H*( X )[[t] > H
*(X )[Q

話 をまとめるために 少 し変数変換する 、

の H*( X ) =H( X ) *HEX ) 9H4 X ) . ' = Q tain
Ψ い Ψ

t = m I t tdic 十 ビ

熒 ax. より di .a より

可与ゼロ 寄与が 外に 出せる

た「」 ”額飛@くたTi:Tt0T“”' ( T:T 」:Ti>0sβTi
or 0 0

0 t'so
H
*(X ) *cH

*(X ) > H*( X )II IIt > H*
( X) I'I : いつも 、

( IH(x)" H *(x 'IqI …?/
if wx - ample if - wx : ample

代複素解析を使 うには ?
t'mo

⑧ 形式関数 H
*(X ) I'TI IIt > H

*(X )I”TI

解析的関数H *
(X) { q'} { t } > H

*(X ) {q} : いっ ?

∞ 全域 関数 *(X ) [' ] I[t > H
*(X )[㎡ ]

量子積は large radins limit ' = t = 0 のある近傍で 収束 する 。

収束する 近傍ひがあれば、 量子積は
「

ひでパラメタ付けられた 遠形 cup 積 ( モ :
H*( X )* cH*( X ) >H

*(X ) )tev
と 見ることができる 。

'



Prop.

§ 2 .7 .Example:IP
H*(Pr =1( H*) . ～NE)P =

20
[lineJ

D small quantum cohomolgy

Fao なのでsmall quantumproductは 収 す 束る 。

H
*

( IPrcH* (
)

IPr^t
=
e,

H *
([ I )IPrQ . = " sQH

*

( )/Pr
□ 4 Ψ

Hi .H '
se0

芝Q<HiHiH
" )

0

s,sH "
-k

Hit its ≤ n
= { QHit-cmi )

" f £,てSQH* ( Pr =I(H*""
～

itj > n

D Gromow -Witter potential

重二哀 ( )感oks t =臨i

n= 2 のとき t = toltt 、 H+ tipt

二諭感 ( toIttiH + tiptokβ
Q4 isexpSainestiH = et

二古たた + えt 0 +、Neaeu
D WDVV equation gau = SHUH^ =

:

O 1 三

'

唱 ‰

飛車xgu重µ22= 重 い o 動22+ 重車122 +重重o22

WD
-

VV
=

… + N4*t
…「 … + 。 Na.N4.t(a _ )!3t …

飛車⑨μ重は= 動重口は+ 動車口 + 動和2車02 Knotsevich's

= (… +Na:t…)?
recursion formula

= … 十 蜘Na.N
4

.tobd_)!
㎡

t …

線形同値
D/ 1234 ≡ D( 132 )4

臨重xgxu重uke
l 3

1 3 Na+=
@
Na、Nzdic %( 34-4_、 )

WD
-

VV ～ recursion formula
Z 4

謝重ue 2 4

=@
NA、Nzdiz (3_ )



Def.

Prop.

Prop.

§ 2 .

8
. Example : quintic fothree ld

。 《α 、 β .OO
=0
EA を A -model Yukawa coupling という 。

” 特に X : quintic thr foldのとき 、

(Cq ) : = 《H.H.
HO
= 。 EA=CA

C(q ) = 5+ 副nac@
量子積における補正はHoH =←@HP のみで、 sQH*(X ) = 11q< 1 ,H ,

HiH >
w/その積

→環としては ① I⑨/) に 同型 だが、微妙な武 C(q ) が全ての 情報をもつ

Q では C(q ) はどう 計算するのか ?

A ミラーによって B -modelYukaacoupling と 関連づけて
B -model 側 で 周期積分に 関 するPicard、 Facks 型方程式を 解 く 、



回 Frobenius manifold

② Frobenius manifold

§ 31 . definition and basic properties

§ 32 unit and Euler vector field

§ 3.3
.

Dubrovin formalism

② malFrobeniusmanifoldandequivalent systems
§ 34

.

definition and basic properties

§ 3
.
5 cyclicCommx -alebra , ACF , CohFT

§ 36 Complete CohFT

② construction of ( formal ) Frobenius manifold
§ 3.7 from quantum cohomology

接続 7 について 、共変後分感
こ 品引数を制限するとの引数を制限きすは forでるときはon で かく



Def.

Def.

Prop-Def.

Def.

$ 3. 1 . definition and basic properties
flat coordinate (x )a

M: complexoufd . ー がある、

g ESy㎡T品 : 非退化 。 (その Levi - Cicita接続成 が )場
、

を fix
.

Tuf . = Kerlプ ETM : sectionを flat vector field Eu . う

. Ont . = {x :V→ CItX : flat vXx= const.}l.
≤ Om : flat function が 定まる 。

A ε Sy㎥Tを ( M, g ) 上 のpre-Frobenows nfd structure という

A (X.4. z ) = g (Xo、 Y , Z )で特徴づけられる積
。 :Tu*Tn7TM が 入 る。これは{何換)XY=×Y(両 ) g ( XY .z )

= g (XYz)

A : pre
- Frob . mfd . str. が

s potential sdef ) tpEM , p門 :
ひ → C, “

X
,Y.ZE (VTnt

,

A (X,、 Y . z ) =(XYz )≠ Yocalpotential という
。 uniqueupto

s associative (
def
) 定まる積 o が associative

.

polyomica I of flat coordinateofdeg≤ 2.

。 Frobenius
(def ,potentialかつ associative

.

Frob .mfdの結合則を飛 )に 関する微分方程式 として書いたものを WDVV 方程式 という (略 )
、

§ 3.
2

. additional properties : unit and grading

A - pre
- Frob . mfd . str.

存在すれば一意
ー

o e : vect
.
field が e . X = X (E * ) をみたすとき 。

unit や identity と 呼ぶ
、

o E : vect
.
field が よいケースでは flatidentity が期待されるが

必ずしもflatではない、
. LieE (g) = (4-2 ¢)g for some de 4 :conforma

"

. LieE ( 。 ) = 20 をみたすとき 、Eulervectorfield という

E : Eulervector field があると 、 TM に grading が 誘導 される 。



Def.

Thm.

Def.

Thm.

§ 3.3
.

Dubrovin formalism

A : pre
- Frob . nfd . sto .

を 、接続 のPencil
7
に encode して 調 べる 。

λ ECX に 対 し 、TM 上 の接続を

忍 = ピ + λX 。 で 定める
、

これを (first) structure connection とか

～ Dutrovin connection という
ここに 組み込んでいる

。

凸二入Xo onTut と 定めて TM に 拡げる」 と 言っても同 じ

7
r
は forsion free

.

の曲率を R =() =Ro +λR
+ 成R」と 展開すると 、

。 Ro = O
.

∴ プ = Levi- Cinita が flat という仮定より
、

。 R . = 0⇒ ( 9 , A ) がpotential.
。 R
.
= O <⇒ ( 9 . A ) がassociative.

よって

。 7
^

; flat <⇒ ( 9 . A ) が Frobenius .

D Extended structure connection

戊 T
"
T
↑

7
λ
”

uen の 接続
mx へ

D に 束ねる

Tm Tupr*

>

M . Pr MXCX
> ①× :座標h ( =λ ") ←

ニニを 1Pに cpt化して

λ
" ⑦を有理型接続として

扱う方が精
E : conformal と dEC を fix

. pa
*TM 上 の接続 ⑦を 、

=7 xth "*o) forXETM
で定める 。

- 27名 - DE +㎡ (Eo ) - 22h これも (first) structure connection とか

E = E + 2hOh と 定 めておき
、

Duprovin connection という
…'
7y = k

"* . ) forXETM onTnt と 定めて Tupr× に 拡げる 。

= [ E. } 」

と 言ってもじ。

。 7 : flat⇒ ( 9 . A ) がFrobeniusかつ E は Eulervectorfield.



Def.

Prop-Def.

θ fmal Frobenius manifold and equivalent systems
。
“ potential

"

由 はしばしば 形式的冪級数として得 られ、収束性 が不明
の 何 らかの 極限的振舞 いを 調べたい

§ 34
.

definition and basic properties

K : 可換 Q -ag .

H : finrk. free k- mod . (D )da : basis
.

gESymHr : 非退化 を fix
.

(xa) a : g- dual basis .

K : =Sy( mH~ のirrelevantidealに沿った完備化) (M =気持ち SpfK
ー mfd は 出て 一ない

WDVVCq を
満たす②ε K を 、 (H . g ) 上 の formalFrobeniusmfd _

stucture

(の potential ) という

中 の 3 階微分を結合定数として K @ H に 可換結合的な積。 が 定 まる。



Def.

Def.

Thm.

Def.

§ 3.5 cyclicCommo -alebra , ACF , CohFT

“ potentiability ” を higher なデータに 格納 し
、 公理化する

。

{ ( … )
n

;

^

SymH 'H \ nzz が
( aydicity ) 任意 の

αβ EH
に 対 し φ ((x , s)

,

β) = g ( α , (s , β ))
S和 H

( higher associativity)
α
. β '℃臨出 に 対 し

臨} (α 、 β . S 、 ) .0.
任意 の

=α、( β .S 、 , 0 ) ,水
をみたすとき 、( H . g ) 上 のCyclicCommx -alerastructure という

(go ) =(g(AaiAヵ)らによる A

= @gaAaA* カ 所謂 Casimir元
.

{ ε ' SymHr Inz3 が Ʃ (Ys、i+i* .) S. , A.
SUS報 SΨ

S ≤ H α
, β 8. 8任意 の fon に 対 し

相異 なる 元 αβ , 0, 8 ES = Ʃ (Ys、i + i*Y. ( )S ., A.
SUSES
Ψ 儿
α
, 8 β . 8

をみたすとき 、(Hig ) 上 のsystemofAbstr @CorelationFunctions(AC という

{ In "'SymH ,
H* l 1o

,

k) \ nz 3 が

( Splitting ) IisittiX 1. . ( IIs
、 i+
i *
Il. () S, A.

任意 の SVS2 命 H に 対 し φ :

V により φ* :

'

ー

Iisilt
1 IIsiltl (S,

をみたすとき 、( H . g ) 上 のCohomologicalFieldTheorystructure(CohFT ) という

(H . g ) 上 の 以下 の構造は 等価である 、

frmalFrobenius manifold

o cyclicCommo -alebra
0 AbstrCorrelationFunctions

Cohomological Field Theory

五 =Ʃ-wonin
ormalf Frobs 石 () = onIn ( .)

へ う ACF <
超非白明にがj

CohFT
√

cyclic Commrot ( Kontsevich- Manin second reconstructionthm )
g ((… )^- o )

_) = Yn



Def.

§36 .Ccomplete CohFT
この条件を stableという

ー

{ IginSymHs H *
(Mgn,k }

genz 3
g. nz 0 が

( Splitting ) I7i
.は i* 1ingr ,(is. 1g .ti *1g () S. A.

S
、
WS

2

≤ H '
fin φ :

V により φ* :
ー任意 の (gilsil)

: stable
に 対 し

(ga lsl) Itsgigit11 I
ggis. it .( 5,5

( Reduction ) Mg- lints Ig - lantz (S ,
A )

任意 の S 和 H に 対 し ψ :

γ により *ψ : !

Iinng I
ing (S )

をみたすとき 、( H . g ) 上 のCompleteCohFT (CCohFT ) という

さらに
. gravitational descendant バージョンもある 、



Thm.

Cor.

Prop.

θ construction of ( formal ) Frobenius manifold

§ 3. 6 . from quantum cohomology

K =⇒
,
H = H

*(X ,
A ) = H

*(X ) cA,
g = ( Poincarapairingの 延長) ( ie_ K =QH*(X )

Igin =卵Q'Ign,s: Sym” H
*(X ) ' H

*(Mgn ,λ)

の A - linear延長 は (H*(X ,
A ) , g ) 上 に CC0hFT の 構造を定める 、

: KoM axioms とにらめこする
よってその Y ≠ o を 捨てることで CohFTが得 られるので、

五 : Gromow -Witten potential は

(H*(X ,
A ) , g ) 上 に formal Frobeniusmanifoldの構造を定める

さらに

合 2- deg +i)t+ C、 (x) ( w /c. (× ) .Q' -=Q ' S,&、 (×)
により (H*(X ,

A ) , g . ) は identity、 Eulerfield を持つ
、


