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円 モジュライの 哲学 とその 障害
- 1

.
動機 と 理想

Thm

2次超曲面 XX2 EP4 が 横断的 に 交わるとき
、

交わり XinX 2 にはちょうど16の直線が含 れまる

どのように 数え 上 げるか ?

X、 内 の 凸胸感直段た戦略 直線たち

纛 ① ID4 内 の 直線全体 がなす 多様体M を 用意する。
①

② × 1 内 の 直線全体 がなす 多様体 δ を 求める 。
X2 " N "

峯 ③ M の 中 で N1 ENz の 適切 な 交叉 “

NinNz
”
を 求める

、

論 ④ "

NinNz
"

の 大きさ (個数)をM 内 で 評価する。

inormal Def.

素朴なモジュライ 空間 とは 、 多様体 X であって

{X の 点なかjえられた型 の数学的対象}/司型)(1

となるもの

eg. Grassmann 多様体
,
Picard 多様体



k : 標数 0 の 代数閉体
CAIgk :K上有限生成代数の

Vark : 水 上 代数多様棲体の ②アフィンAffc CAIg
Def (精密 モジュライ )

F . CAlgk → Sets が M E Vark により 表現されるとき 、

Mを F の 精密 もジュライという
。

Fact ocran

gr (in ) : CAlgko Sets : Grassmaun 関手

; R → {(M , mic' m )? ( M
: loc-fae R- mod, rkar 1~.

mx … mn は Mを生成

は Gr(r. :j - var で 表現可能 (Grassmauniau )

特 に gr ( rn )(水を 見 ると 、

{v ε IdimU= r } 断 ,Gr( rin) (nk値点 )

戦略 (解答)

① 普通商東 2→ Gr (2. )5 : Grassmam 多様体

② [ ] = 5 5y(2 ) : Chern類

③ [ (] 2: 交叉積

④ S[×] ' = [、4]の [Gi [2 , 5)] = 16
.

Gr(2 . 5 ) …

基本類

特 に gr ( rn )() Kを 見 ると 、

{v ε / dimで=r } sGr( rin) (nk値点 )



1-
2

.主題と基本構成

モジュライの 構成問題とは 、 商 の 構成問題である。

… 余分 な 情報を付加 した全体を考 えてから 、

同 じ 対象 に 帰着 する 点を潰す ㉗例 : 素朴 な Grassmann 多様体 の 構成

Gr(rin ) = { V ≤kI nv = r } を 考 えたい

牛 べ縦 クトルで 張 られる 空間

-- ( M echatnalrky = 0 )nG空間 をよえる
～ →Gr(rin ) =Unir/

G "

L(r)

GL
,
SL素朴な商構を 考える ( 6㎡
,
有限群, …
'

Thm .(Hilbert ) R .fg . alg ./ k . R途 G : reductive d

I Ra . fy - alyfk. ie .

不変式環は有限生成である 。

構代( アフィン 商 )アフィン XNG : reductive .

1 。 《[☆∞ K[XJG による

中 : × →§mk[X]
G
をアフィン 商 という 。

KEDG = K [fッ何 なら 」(f 、 …f: X → AVの 像、



に3
.

障害 と 妥協

多 くの 場合素朴な商 に 多様体の 構造は 入 らない 。

§ >軌通= は毎
+ ーー +点

例

.

し

1入閉 人閉閉でない 1(c .y) o (txct' y)
tEm

“

閉包同値”
l↓ いみ) I £ 分けたら non - tlansdorff.

x^ y :不式
0

もしあるなら
“

X(G
"

=
a

㉘ A
"

in ormalDef. (目標 の切 り 分 け ) XAG

× / G : 幾何 的商 : G -軌道 と bij 代( 数閉体 上 )
V

X 11 G : GIT 商 : G -軌道 の 閉包同値類 とかり
「

G - 閉軌道
V

論的商にある 種 の普遍性を 充足

Thm .
3 Tィン XA G : reductive

1
アフィン 商 は GIT 商である 、 すなわち

車 : X → × 1/ G : アフィン商

の 各 ファイバーはひとつの 開包同値類からなる、



Def .

I a が linearly( )reductive⇒EG- homV →
W
, UGW isurj .

アフィン XM G とは 、K[X] →K[ × )*k[ G
]と等価 (余作用 )

M : R → ROK [G] のとき 、

RG : ={ fER / µ(f ) =f い } : 不変式環

閉包同値 = {っOt ] で 生成される)G-軌道 の 同値関係
正実は不要 (永田 -Mumford )

頁翊分 の 流 れは本来逆、

Def
. XAG .

A : X → Y : G不 変射

。 中 が 圏論的商 GG - 不変射が 一意 に 経由する
。

0 幾何的 彦 ⇒ geom. filerが G -軌道。 (X/G とか c )

と 男別別 で 、 メンアフィンのときに、構として

。 (アフィン) GIT 商 := X 1/G : = Sp (K[×]
G )

があって 、 定理 として

I ×→ X1la の geom.fiter 盛 G-軌道 の 閉包同値類

がある 。



1に 4
.原因と再設定

多 くの 場 精合密 モジュライは 存在しない 。

…手続き 的 には 商 の 構成成 がうまくいかないためだが、

分類 しようとする 対象側 の 問題 として 捉え直 したい

①非自明 な 自己同型
ー

eq .楕円曲線～～の精密モジュライは 存在しない 。
E ]

M : 精密もジュライなら FB .{ B →MT | ファイバーが楕円曲「 1
全てのファイバーが E に 同型 なら
対応 する B→M は [E7 への 定値 Ed 普遍束1

原因

1
E] で 非自明束が作れるる0週い

→ 自明 東
B ↓

②跳躍現象
、 非分離性

M
e
.g . 曲線 の 跳躍

( A
'

→ Mあるなら ℃がΨ
Ψ
t 1→ [ey = t]

in ormalDef. (目標 の切 り 分 け )

精密 モジュライ : 目標 の 占途達成
」

も族含めた分類
coarse

U

粗 モジュライ : 代数閉体上 での 集合論的達成
V

最良近似: ある 種 の普遍性を 充足



代理想 vark

の 余りかな 情報を

大 きな 多様)( ↓自己足して 持ち上げる
②群作用 で割 る

{考えている対象 } 商多体)
☆妥切( ア): 考 える 対象 を少 なくする 。

mim

Vark

大 ( きな多フ Autが小さい対象に
ー ↓ 自己同型 ー絞っておけばW

安象 {考 える対象]商多体全)
商の構成に成成功
するだろう

{考 えかたった対象]\ 「考えたかった対象」 の 基本構単位に 校絞って

分類しきれるならノータメー

→ 安定ベクトル束 のモジュライなど 。

☆妥切や (イ ) : 考 える 対象を 多 く (?) する
←

muum

Nark

大きな多体フ余分な “目印を

ー ↓ 自7 型ー追加して Autをt

(X ,data )[考 える対象 ]軍射 , 商多体 減らしてしまおう

Ψ ↓ )
X {考 えかたった対象}
→ 偏極 (+ レベル構造) 楕円 曲線のモジュライなど

。

点 つき 曲線のモジュライ



☆妥切( ウ): “
商”概念を 広 げるる Stk K

ス タッ 7
“良 び

”広げ方 ができれば
ノーダメだろう

.
きた 何”函{考えている 対象]

、心全単” 商 スタック

～ →モジュライスタック 、現代的 には生てこちらで 考 える
。

全 ての 情報を保持しており 、 むしろこちらが 正 しい

商多様体 は cpセであってほしい

代妥協 ェ: 境界においては 全軍射を諦める 。

きな大

Varo
(

多様体
W ↓ 自九型可

対象
半安定

風
い対携加」→"Ju1 ]

→ 半安定曲面/ ベクトル 東 のモジュライなど、

Deligne- Munford コンパクト化



回 () 安定性 の 思想 と幾何的商 X : アフィン

G : red cfive.
2- 1

.
準備 :射影商

… 商構成を射影的 に (大域的 に) 行う

例 (アフィン 商 では 不足な例 )

AAkm 。 全 ての軌道は 閉包同値なので哉 2

A // km = {pt}

A 之{0}A 和 。作用先 がアフィンでな

U A松 。貼り 合 わせて A- →
P
を得る

→ これを ad- hoc を 無 しで 構成 したい

構成 (射影商 )

XNG だけでなく
、
G飛 @m を指定する 。

すると 次数 つき 環 の 構造

K[x]Kerx =。(重 みm 半不変式)
が 入 るので

K[ ]X 氏] ∞ K[x]
Kerx

メー→ Projk[x]
Kerx

. 有理写像が得られる。
! !

X1 .(x 方向の)射影商

先 の例 から 、これは X 一悪点 } 上 で 良い 商 として機能 しているはず、



2~ 2
.
作用 に 対 する 半安定性

直感的 には、 o… ッ fri 同 じ 重みの 不変式 をたくさん 用意 し
、

[f0; … fr] : メ -→ Rr の像を 射影商 としたい
Ψ 儿

x t →l la] : … ifr [ay] (アフィン 商の構を参照 )

Def XNGAm.
ヨ
m20

x ε X が 半安定
semistae

⇒def王 f. 重 みれの 不変式, flc) ≠ o

よてメー→ ×1
丁 Λー 1開 U 1

由い射影商射がある、 るフィン商射
Xxs : 半安定点全体 こアフィン - local には

Thm (半安定性)

1 射影商 は GIT 商である 、 すなわち 各 ファイバーは

ひとつの 半安定開包同値類からなる、

Am m

1
例

(☆州番 =☆*{ o}→ IPRよて P㎡ Allid Gm

oMat( nia ) )GL(r
)

s Gm ー Plaker埋め込み
poj

Matcniryss. det= Irk ==Uher→ Gr (rin) よって

Gr (rin) = Matcur,
//detGL(

r ):Grassmaun多体 。



2- 3
.
作用 に 対 する 安定性

Def XNG →x lm
.

x ε X が 安定
le
⇒
def

半安定
,
GxXss,StabGc) : 有限

( xΨ x: G -X が poper )

Thm . (安定性)

射影商 の 安定点への 制限は幾何的商 である 、 すなわち

Xxs→ X 1: 射影商 成。 {半安定軌道 } /閉包同値
開 1 開 U1

Xx → XNG : 幾何的商越? {安定軌道}

安定部分 の 幾何的商を道②
,

≠

履 →( 半安定部分で“ 閉じる ”、

閉迫同値



回 (半) 安定ベクトル 束のモジュライ C : 滑らかな曲線

3- 1 .概観

まず Grassmann 多様体 の 実現 (Plicker 埋め込み) を 見直す

E = k^ 諸々 □ GL (r)→
de

Gm.

{ (π生元の) }出 > alMacnirsー ほ
t↓ 目印をつけて Ulss= Sへの制限

UU

持ち上げ V ー AE - {o}nir{VEE | dimVar }%自々 A 比割
る7
射影入商 ↓u

{VEEldimu = r ?→ Gr(rin) cIP(Λ E)
Plicker 埋め込み

真似る。
C :

curregenus
. LEPictgc, N - deglta- g

V = KN 諸々 ☆ GL (r)→
det

Gm.

{ (E , 目印 ) } → H ～ (H
(L))1t

_
→ HL)*P-V

↓ UIssへの制限 u

{EEVeciclde+=ふ Aw (Ho(L))Its→ サー {0}
UIsへの制限

u £
。 (H

'(c))Alt
.

s ↓
ー{ “半安定” ベクトル閑(本 sUc (2 . L) a 1P(冊

u I Gieselcer 埋め込み

{ “安定” ベクトル束 }→が SUc (2 , L)



3- 2
.

ベクトル 束 の (slope) 安定性

Def . E - ペ 7 トル束

1 µ (E)
=を E の 匂配 slope)という。

Eが匂配) 半 安定 ⇒ 皆≠ F 4 E . µ (F < µ(E)

安定 (⇒ 〈

Thm . (Hardar -Narasimhanfltration) C : 曲線

任意 のベクトル 束E に 対 し
、 フィルトレーション

O = Eo ≤ E. ≤ . ≤ En = E

であって 以下を満たすものが 一意 に 存在 する 。

。 各 Eiti/Ei は 半安感

^µ (E . /E0) > … >µ (Eu/Eu- 、 )
、

Thm .(Jordan-Holderfltration) C : 曲線

1
任意 の 半安ベ 定クトル 東 Eに 対 し 、 フィルトレーション

O = Eo ≤ EL ≤ . ≤ En = E

であって 以下を満たすものが 存在 する。

。 各 Eit/Ei は安

0 µ (E 、 /Eo) = … =µ (Eu/Eu_ 、 )
、

さらに各 Eiti/Ei は並 びかえを除き 一意

よって 安定ベクトル東 の 分類が重要である B



3-3 . S 一同値 と 多重安定性
半安定だが 安定でない 階数 2 のベクトル 束 について 考 える

、

Def . E : ssts
.
re = 2

.

onC
.

1
。 grE : = L ∞(EL ) (degL=なるL ← E)
これは E から uptoiso で定まる

。

。 ECE
は
S - 同値 ⇒ grE ≡ grE.
polystatle

0 E は 多重安定 ⇒E は 安定束の直和和

よって S同値類は唯一の 多重安定束を含む 、

34 諸 々 の 約 東

oC : 滑 らかな 曲線種数 g

。 し : ( 上 の 直線東 degl 2 4g - 2

. N = deglt 2 - 2g .

。 E : C 上 の rK = 2 ベクトル 東
,
det = L

h'E = 0
このとき

KF = N
で E は 大域切断 で 生される。

o Altw (H(-)) = { H (L)成 1か N次歪対称行列 }
u

o Alt (H℃))wn
= {ランク ε 2}

.



3- 5
. 目印付 きベクトル束 と Giesker 点

構成

。 E と {Si… SNEH(E): 線形独立 } の 組 を

目印付 きベクトル束 と 呼ぶ
、

。 (E. s = {S, … 'sv } ) を 自印付 きベクトル束 とするときっ
次拠 歪対称行列 = ( Sins ;) jε Altv,z(Ho(山)
をその Gieseker点 という、

。 TEAltv(H ()に 対し “ Im (@N> LはN)
S. =Im(H(℃

N )→ HE() )

flev(Ho() に 「 → XT* で GL (N ) が作用 する

。 { (E . 目印 ) } や A 0 (HU))Its( E , s) → E
.
s

↓ 岠 I

{EEVec'cldet =B ≤ VectC. E ETE
.s

。 TEAN (H(LD)tュが 作用半安定 ならば detT= レ 、

よって T は EC,ST ) のGiese点



3 -6 .匂配安定性と作安定性
、
そのモジュライ

Thm 、 ( 匂配安定性 と作用安定性)

。 E が 匂配半安定 ⇐>そのGieseker 点 が作用半安
。 E が 匂配 安定 ⇐> その Gieseker点 が 作用 安定

odegh が 奇数なら 2行 は 同値 であり 、射影商は 幾何的商

{ 安ベクトル =L

] ← ら A 」( H ( U)It,r1 de+GL(N) = : SUc(2, L)
: 射影多様体

これは

SUc2 ,
L) : A → {をEVect'CA |teSpmA , をcxt3 は安定}

の粗モジュライである
。

o degL が偶数なら
,
ss\s において

E
。
E' が S一同値⇐>そのGieseker 点 が閉包同値

であり 、

安ベクトル 束de

+=L} ← がら A」 ( H (L))t<GL(N)== SUc(2, L)

1 十 十 1安定半八安定
rk=2

,
det = L ] → 境界 ( Kummer多様体 ) ←会

Pideyc

↓/5一月値 11

安定
6比=2{多重 5]←A。 ( H ())t.zGL (N)=:Sc ー(

2

,L)
: 射影多様体



④ 周辺の話題

4- 1 .Hitchin -小林対応(耳学問 )
D 安定性は 、 モジュライのための技術的仮定以上の意味を持つつ

Thm . (Hitchin -|、林対応)

CicptRiemann面 、 E : C 上の holo- vect-bdle、 のとき
、

E が slope poystale⇒ E は Hermite - Einstein計量を持つ

4.2 Gieseker 安定性

4 slope 安定性を任意次元の 連接属に 拡張した U 、

→ Hilbert 多項式を 用 いる 、

X : proj - lk .
Of) : amplelineI 'dleを fix. :

coh.onX
.

p (π,
m) = eg:Hilb

poly .:reducedHilb. poly.

Def . ( Gieseker stability) ーAss が eq-dim

1 手が (semi )stable ⇒ :純かつ掲 E手 FP(E ) ƩP(π)

この 意味でも HN ,JHCHrationは 存在する、

slope- stale⇒ Gieseken- stable
儿

slope- semistaleEGieseker- semistable



⑤ Bridgeland 安定性
5- 1 .slope の見直 しと舞台 の 変更、

主人公 の 反転

slope
D µ (E= : 円配

「
£
cR ) 中:任相

Phase

儿 central charge
z (E) = -degEti 、 rKE : 中心電荷

→ 加法性がり立 つようにな

i . e .

O → E
.

→E2→ E3 → 0 : ex .

⇒ Z 2)(E = Z(E.)+ z(E3) -

→ Grothendieck群から ① への 加法 準同型 になるよ

8 HN filtration
e .g .

OEE 、
EEZEE3 = E

E = E3 楽 存前 : ss facfor

1 Tu
z (E) = Z(A. ) + z (Az)tz (As)

Ex ⑧。
。 観察 : の Pa = { ss ,Phase =θ }は部分Atel

の θ> θ
'

なら tmlo (Po ,Po) = 0 .

→ このような filtration と Z の
組を “ stability” と 呼びたい 。



5-2
. slicing , heartt -stmcture

Def . T :三角国、←だいたい群の 複体の 圏と思えばよい

。 以下 をみたすアニ (o)OGR を Taslicing という

(a) o は Ta full . add - subcat . 2 B [] = Pot.

)θ 1 > θ≥ なら Ho m(‰ ) = 0

ーだいたい 完全列 のこと

(c) to≠E εT
,
以下の dt . 列 が 存在 、

O = Eo→ E .→ Ea→ … →Em_. → En = E

↓ 開 ↓

Az
←

だいker:cokernこと
Am

w/ Ai = Cone (Ei- . -E: ) εDo : , θ> … … θm
.

定( 義 をこねると (水 は 一意であり。 HN filfration と 呼ぶ

ー だいたい ModR≈E…→ A → …J} ≤C(ModR)のこと 、

これは 三角 の heaH 概念の 離散化とみなせる

Lem T :三角
e it ≤T: full add . -subcat がある 有界t-stucture の bear+ なのは

しか ) n > mならHom( A[a], 、ttns) = 0 .

(') tO ≠EET
,
以下の dt. 列 が存在

O = Eo→ E .→ E2→ … → Em_ 、 つ Em = E

開↓ π ↓

Aュ Am

w/ Ai = Cone (Ei-、 →Ec )EA[ n: 7 , ni > … s nm
.

と同値

も 直感的 には複体 を下 から 切 り 出 しているだけ



5- 3
. Bridgeland Stability
Def (Bridgeland Stability)

。 以下をみたす σ= (アを上のBridgelandpre-stabilityとい
。 アはTa slicing.
∞ Z : Ko (π)→ C は 群準同型で centa( charge という ) 、
EC間 なら Z(E) ERoeitθとなるもの 、

。 さらに central charge がある Ko(T)や A :格子を経由 し

ある種 の 有界性をみたすときBridgelandstabilityとよぶ 、
。 それ全体 を Staban(T) で表す

D Stability のslicing は 各々 の 間 が自動的 にAlel になる !

また
「

rddoan- folderfilfration の 存在 も 系として 出る

D { pre- stability } ←→; 有{t -stmcture+ K(heart) → H / HN }

Thrn .

Stab
0o(T) には 自然な一般化距離による )位相 が入り 、

Forg : Stabao(ヶ) → Hom (A ,¢) ≡ CrKA

は local homeo である 。

よって 、 Staboo(T) は rKA次元複素多様体になる
。

これの 幾何 ( 壁越えcnssingなど )を理解することが Donaldson-Thomas理論

(Calabi - Yau 3- fold の量子不変量 の理論 ) でも 大事 らしい



5 - 4 Li の 結果

Q - そもそもそんなものあるのか ?

A .

Thm . [Li, 2026]

( 滑らかな 射影多様体/¢ 上 には

Bridgeland stadility condition が 存在する 。

代正確には 連接層の有界導来( Coh( x))上 、

< 戦略。 >

① 楕円曲線 ののコ 直積 E以上 には
stab

. が存在

② 2重分岐被覆E → P に 沿々押 し出し”、

(p' )~ 上 に stab. を 構成
、 E

"→② (p)
n

③ 商 () ~
/

sn→ P ”
に 沿々押 し出し”、 0 ③

1
㎡

上 に stabを構 X ④ 肌
④ 閉埋込 X → P

機
に 沿々

“

引き戻 し 、

X 上 に stabを構
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