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円結び 目 とその 不変量
く 1 .用語 とReidemeister

の

定理>

Thom .eidemeister( Rの定理 )

同値な 結び 目 の 正則射影図 は
、
以下 の 3 つの 変形 の 組み合わせで

互 いにうつりかわることができる、

ORI ① oalasp
~ R* 心) ( ←→ 、
rR世

)→これを Reidemeister変形という



<2.

3彩色数 >

Def . ( 3 彩色数 )

。 結 び 目 の 射影図 を 赤青緑に 塗 り 分 けたもののうち 、

δ 各交点 のまわりの 3 つの 線 が、 全 て 同 じ 包かって全違 う 色

をみたすものの 個数を 3 彩色数 という
。

例 ⑦⑦⑦ ① DO
⑦①⑤ 自明な結w目 は 3 つ

o Cor . よって 三葉結び 目 は 自明でない 。
三葉結び 目 は 9つ

Thm . 3彩色数 は 結び 目 の 不 変量である
。

1 Reidemeister 移動 で 不 変であることが 確認超できる 。
□

Rank .

。 的射影因 K の 3彩色数Z (K)は 、 以下 のように 表示 できる
、

z (K) = Ʃ 1 We(s)
§ : Kの塗り方 し : Kの交点

ただし Wc (s) = { ! fc のまわりの 線が 全 て 同肌食 か全 て違う 色
othernise

のこの 式 の 形( 状態和)は 物理 で 現 れるらしい。

z (K)=s:社
の

厨 xp ( -《 +)

～～
Boltzmawn の 重 け ?



< 3 .
Fones 多項式 >

Prop- Def . ( Jones 多項式 ) 七 : 不 定元

。 結目 に 対 したの Lauveat多項式 を 与 える 写像 K 3 OK (比 ) であって

以下 の (1 )(2 )を満たすものが一意 に存在する
。

し 1 ) 自明な 結 び 目 σ に 対 して β ( t)= 1 . (正規化)

(2)任意 の 結 び 目 K に 対 し

もつれ

tVke (t ) - t' VK
_

ft) = - (ti - ti ) Nko (t) ( skein 関係式)

ただし Ko
ー
. '

*

*
.; ;) :ノ

。 これを Jones 多項式 という
。



〈 4 . kaumanff の 状態和 )

。 射影図 K に 対 し 、 K の 各交点人 を ) ( か 上 に

対応 させた 図 は
“

K の 状態 ” であるという
。

。 状態 s に 対 し
d ( s)= ( sの 成成分 数 ) とする

、

例 K =⑦ : tpf 結び 目 の 図 なら

K の状態 = {組
、
回、

見
、身] : 4 つ

d … 2 ー

Def .(Kauffman の 状態和) A : 不 定元

。 < K 〉 = Ʃ (- A^- A-)dds
)-'
π Wc(s)

S : Kの状態 c : Kの交点、1 ただしひc(s ) ={ 時 ,炎装態:橤と殺
問

1 。 <B = (-/> , ( φ ) = -A)( |>
。 RA

,
RI で <} は 不変

Def . (ねじり数)

oK : 向きつけられた結 び目 の 射影国図 に 対 し
、

w (k) = #必 ] - # {成 } をねじれ数 という

ThM .(Jones多項式 とKunfmn の状態和 の 等価性)

UK( )A4 = (- A3 )
-w (k)
( K >



< 5 .
Alexander 多項式 >

Pop- Def . ( Alerander 多項式 ) z : 不 定元

1
。 結び 目 に 対 しての 多項式 を 与 える 写像 K → 秋日 であって

以下 の ( 1 ) (2) を溝たすものが 一意 に 存在する

しり 自明 な 結 び 目 σ に 対 して=し (正規化)

(2)任意 の 結 び 目 K に 対 し

もつれ

K+(z)- 7 K_(ε) = 2 K。(z) ( skein 関係式)

0 これを Alexander 多項式 という

< HOMFLY 多項式 ) V7 の 共通 の 一般化 ( 2 変数←)

tVke (t ) - t' Vk
.

(t) = - (ti - ti )Ukoft) : Jones 多項式{ ku(z) - TK
_

(z) = z Ko(z) : Alexander多項式

(
a
- Pe (aix)- aPk

_

(a ,x) = x PKolaix) : HOMFLY 多項式

〈 Kauffman 多項式 > V の 一 般化 (2変数化 )

DK+ (a ,x) + De _(aix ) = x(DKo()+ Daolaix))
Dt(a, x)= a Dk( aise){ Dc(a, x)= a ' DK (a , x)

Do (aix) = 1

ただし ko krx とし
ー .

《 ∴
Fc (acx) = a

-w(k'
DeCacx)

～
' . ' \

KR - : Kauffman 多項式

b 丫 Q



< 6 .
平行化 >

Def .(射影
目

の 平行化 )

。 射影図 K に 対 し 、 各 を国 r 重にした 上で 下 のようなひねりを

加 えた 図 を K の r重平行化 といい 、K” で 表 す

Thnr重平行化は 結び 目 に 対 しrwell -defined である
、

Def. (不変量 の 平行化 )

結び 目 の 不変量 f に 対 し 、新たな不変量 を

f(r' (K) = f(K() ) で 追し 、
f の 「 重平行人化という 、

Obs .

の f (K) = f (K') であも 、 チ ”(k )=f ” (k ')とは 限 らない 、

。 実際 に f = V, 7, P, F で 一致 し V”で 区別 できる例 や

さらにひ() D?P ;F2)まで 一致し P )で 区別 できる 例がある。



国組紐細群 と結び 目
く 1 . -組紐 >

ー
籔感

nti
なもとは 組理という 。

注意 : 厳歳繩組で下から上にな 約るにとがあるため)
絡み目 は
fi : {li … n} xto ' 1 } →

R

かつ (条件)1 i傘 のグラフと 見てもよい

Thm . (Artin の 定理 )

同値な組紐は、 組組であることを保ったまま 互 いに変形 できる



< 2 . 群構造 >

1い本箱狂づ… いに 積が 定まり 開いにた

→ Bn とかき 。組組群と 呼ぶ:

ab

0

構造を 見 る
↑t

…

1… : t ( [な n 1 … : 汁 ( [ itl n

ッ σ:σ;
= σ」 σi

. 「

( … i it 1 …
n

生 成 元 } Y;!
…

1 … と 1i +な… い 」 … そ i +1 itz … n

σこさ+か「と
= 全+ (σ :5

関係式

Fact . Bn = { σ. , …, σ n\ σ:5 :+ : =Tit、 :の+
た σ} = σ;Ʃ ( に -; 1 as ) >

、

: 無限群

1 ((…… 〆。1

*
℃*

: 有限群
Tτ σ} = σ;σ;

( l : -; 122)

1 >



く 3 . 組紐と 結び 目 >

Thm
.
( Alexander の 定理)

任意の 結 び目 は 、必凰内 ある 組の閉包である。

… i. e
. 惑感Bn →{結目}

組☆ 結び 目

組紐細 の 閉 包

Q 、 異 なる 2 つの組細 の 閉包 が 同値 な 結び 目 になるのはいっか ?

間 間通 ⑩
加ーやカ

変形 (MI) 変形 (M 丘 )
Markov 変形

Thm . (Markov の

定理)

皆品 ) の 閉包 が 同値な 結び 目 になる

く ⇒ と 加 は 有限国 の MIMI で 互 いに 変形できるる

へ →結 び 目 の不変量 =Markov変形 で 不変 な 組紐細 の 不変量
、



<幕間 : overview >

構造が 不変量 (τ , Q,
P
.
F
.

… )①
よく分からない「集合、 {結心 で 目

式/MIM正→
¿ { 組7

→不変二 4

①
群 表現 r

代数的 対象
: Bu→GL (τ) :指標

:

Bu の 良 い表現をどのように構成するか ?

アイデア : Ba は 、互換にき” をつけ非対称にした Suである

D Sn には“テンソル分 の 入れ替 え
” による0

表現が 存在する
。
(後述)泌臨れはsの 情報 を多く 持つ上 、表現、

n 品 》 この構成 を 参考 にしたい
Bn

② Sm の 表現 はどう 構成成されたか
。

VOVO … *V = : T
" (τ )

.

。 没 入感 今の 邑換 ε Au+ (T"π))
VOVD … * V Q . 表現の像 は 明示 できるか ?

。 V=¢
2

とし、

T
"(U) には SLa(¢) の 自然表現 P の n次テンツルの 作用も入れる

0 πnc θ
r
の 作用 は 可換なので 、

①[su]End( T̂ (τ))u)がある。

。 実はこれは 射全よって A
.

πn の 像は prncentralizer
”

である
。



③ 例 えば 4[Bn] → ①[sm ] πEnd(Tu(τ))u( ) はどうか ?

→ これは 情報を潰しすぎる
: 組紐細の 交点 の “向 ぎ ”を完全 に 忘れた 不変量 しか 出ない、

( 指は類関なので共久の一致する組級に 同心量が 対応する
Smでの 芸役類とは軌道のコスウを長さなので 例えば結び目の 分数は出るかも、

④ “非可換 テンソル
”

の 概念 が必要 。
→量子群 Uq (ε l_) .

⑤ VDVD . …DV =
T "( τ

)

π u 我分 の非対称な 入れかえ
。 Bu λ* ε Aut (T" (τ) )

).
VOVD … * V Q . 表現の像 は 明示 できるか ?

。 V= 2とし、

T(τ) には Ua$ 1 _(ε) ) の 自然表現 β の 非可換 に次テンソルにも入る
。β

0 πnepr の 作 は 可換なので ( というよりっむりやり可にするので ) 、
①[ ]BEnd( T̂ (τ))=u()a

がある
。

Ju : Jones環 という
。

ー

。 実はこれは 射全 よって A
.

πu の 像は prncentralizer
”

である
。

⑥ {結び } Vt : Jones 多頃式

ー≠

{組1 少し調整すると Ψ ¢
可換

。

ーq
u ×trq : 量子化 さたれトレース
BuJn= Euduq

(s_
)(
T̂ ε))

⑨ 一般 の g での πn の 構成成 は ? …普遍 R 行列

⑧ 自然表現以外 に 対応 する 不変量は ? … (例) 不変量 の 平行化



同量子群
くし量子群の 定義>

Def (量子群) a

4 u( c).
KK“ = K-K = 1

KX+ K
- 1
= q

±2
X
≠Uqlsh) = ① x+ ,xik, / ( X+X= **器 )'

非介換多項式環

Ronk .q =ea と c. 形式的 に K = qH = eε H と書くと

et
2E

。 KX± K1 - q
2

×
t

=
1( tEH + Et …) × *( 1- εH+℃+ … )_ ( 1± 2 ε± (εε)…) Xが

=ε(HX± _ ×±HF 2×±) +① (ε2)
。 (q- q' X

*

*=x *
*

+
)- ( K - K -)

= 2ε ×世X~ -XX+ - H ) t θ(ε2)

か 3 . E→ 0 ie. q→ 1 で

。 u(s_) = ④ sxixin>/ (に装こ装
+落壮)

を 目復する (? )



〈 2 .
テンソル積表現>

“ ふつうのテンソル積 … Pいとを g らひッュへの 表現とするとき 、

⑤β z)(x)= PiCa) ridrat id.⑤ PaCx) : V1 DVz への 表現
。

⑨
これは Ex⑨ , VIO V2ー VID Vi

*a か$→$め a

(P' *Pa)ces ↓ @ 1 (P2DPiD (x]
V

θ
VIDV2→ V2DV1

ogog aCO^ Ronk
. ー ADA

g ∞ I (余可 )換 ↑ 可可 換 )
gag Yox AMADAΔ

x → x ④ 1 + 1 * x xY4 xpry

中ef (Uq(s )日 の 表現のテンソル 積)

Ualaa)寄)氏) を 表現とするとき

P, D β2 : Mq(slz) → End (VDVz)を 以下 で 定 める 。

K → P. (k)* P (K)
; 世 → β 、 (xt)* P% (K) t idr

,
* β2(X+)

X → β. (*-)* iduz t β. (k5
"

* βa (x
-)

VI ⑤Vs⑤ VIxV、

Ronle .

(め P2)6) ↓ 曳 I axpsGc)
V1 ☆ た 世 VIxV,

ーMa(al_) @ Uq(sa)
Mq(alz) 旭 : 非余可換
→

Ma(a(_) @ uq(alz)
K
.
XT
,X →KAK .XTDktI *X +

,

x -
*

ltK -
'
* x

-



く 3 .
R - 行列 の構成 >

のらふつうの 成分入れ替 え X - LLit) → P; ε Endg T
"ε))( なら

P: P; = P; Pi ' PiPitiPi = itiPiRs , = id .

lk- ; 122

具体的 には 、例えば =§ とのとき

P : VDV → V * V

; x ④ Y 5 YD 2 E iitl 成今 に作用 させるもの

0 組細群 の 表現 = σ ct → Ri があるなら
、

R:
R
. = RjR: . RiRi+iR= RieiRiRie 」 が 成立 しなければならない
li-j 122

Yang - Bax 方程式fer
～

Exたす {Riそを R行列 という

Construction.(Uq (s 日 の 自然表現 に関 する R行 列 ) V= 42

R : VDN → VDV

e, ⑤ e, → qi (eix.)
e. pesis q

'i (eaxe 、)
;

exxelt→ q
- i
(e 、@ ez) + [ qi - q☆ ) ( eaめe 、)

eaxez t →qilezx)

。 これは Yaug - Baxter 方程式 をみたす
。

。π
u :4[i3n ] →Enduqc )(

T
(̂π) ) ; : [+分 にR で 作用町

。
Jones現

これは実 は surj .



< 4
.

量子 群 と Jones 多 項式 >

s trq : Endur{s)(T^
(ω)→¢ ; x → tr (Pu (Kx )

'
K = qt り E →0 でfrqlx)→tr( ax)

o wn : Br → 超 : 力 → (正の交点数 ) ー (負 の 交点数 )

Thm 、 (量子群 と Jones 多項式 ) bEBn と 閉良 かに 対 し

q
- ㎡ub'trq

@
( πn( か)= ( q +q -)ひゃ( t) \ ti= - q

{結び } Ve : Jones 多項式

尹 ーti

{組1 少し調整すると ¢

u
可換

。 ra
とりかえられそうな

BnJu= Euduq
(s_
)(
T"(ε )) ] パラメータがたくさんある



く 5普遍 R行列 >

。 一般 に 、Kac -MoodyLie代数g の 包絡環 に 対 し 、

1 量子 群 ひq (g) を考 えられる。

0 また 自然表現でなくとも 、

Enduqlg) (T^(π )) は Yang - Baxter 方程式 の 解を 持 ちうる。

… 統 一 的 な
“

解 の 公 式
”

を 普遍 R行」 という
。

ここでは g = 56 にって説明する 。

アイデア : 表現 β : Mq (sla) → End (τ) に 対 して

表現 Bu → Endeluq(s (a )》 (T"( τ) ) をつくりたい
Ψ Ψ

) の 心 ( T^氏] = ひ*ひめ …めτ )～

ョニへの 作用

Malala) →(aL)Un * u (s_) →β End (τ^(ε))

T
② ここに何 か依存な元 ⇐①

DP 00 の 像( β依存)
と可換なここの 元 がほしい。

を構品。
(Pxp)(R)

③ が Yang- Baxferを
みたすようにできるか ?

Constraction.(普遍R 行列 ) qt = K

R
“
= qiHめH臨

。

@

q-)
"

u] !
q
""" (Xt^* *.^) ε Uq(sla) め Uq (εa)

を
。 Mq(slz) の 普遍 R行列 という

。



Recall .

l 1 は 可換でない 、 同型ではある 。
Malal_)

盛(《)

µ^(cl=)un
℃ u(s_)

^ (s.)u

prop .

Mqlal.)
(ala)Ur *aU(a.
)Rs (alc)Ur * aU (sh_)

11 可換
→ (aLa) Un* U(sla) I(al)Ua *U (sk)℃

pup .

ー
Rにより 163分に作用

1 (O* id )(R= RiR.' 三角関係成式
( id * ω)( Ru ) = RizRis

Thm . (組細関係式 )

Rin . =PiRin とするとき

RiRiR =RiiRinRitin


